
Âñåðîññèéñêàÿ îëèìïèàäà øêîëüíèêîâ ïî

ìàòåìàòèêå

II (ìóíèöèïàëüíûé) ýòàï

2021 � 2022 ó÷åáíûé ãîä

7 ÊËÀÑÑ

1. Â òð¼õ ÿùèêàõ ëåæèò ïî îäíîìó øàðèêó: áåëûé, êðàñíûé è ñèíèé. Íà ïåðâîì
ÿùèêå íàäïèñü ¾áåëûé¿, íà âòîðîì � ¾êðàñíûé¿, à íà òðåòüåì � ¾áåëûé èëè
ñèíèé¿. Íè îäíà íàäïèñü íå ñîîòâåòñòâóåò äåéñòâèòåëüíîñòè. Ãäå ÷òî íàõîäèò-
ñÿ?

2. Ðåøèòü ÷èñëîâîé ðåáóñ

ÓÄÀÐ+ ÓÄÀÐ = ÄÐÀÊÀ

ãäå ðàçíûå áóêâû îçíà÷àþò ðàçíûå öèôðû.

3. Íàéòè íàèáîëüøåå íàòóðàëüíîå ÷èñëî áåç ïîâòîðåíèé öèôð, â êîòîðîì ïðîèç-
âåäåíèå ëþáûõ äâóõ ïîäðÿä èäóùèõ öèôð äåëèòñÿ íà 6.

4. Ñêîëüêî èìååòñÿ ÷åòûð¼õçíà÷íûõ ÷èñåë, ó êîòîðûõ ñóììà öèôð êðàòíà äåñÿ-
òè?

5. Ðàçðåçàòü ïðÿìîóãîëüíèê 3× 9 íà 8 êâàäðàòîâ.

Çà ïîëíîå ðåøåíèå êàæäîé çàäà÷è äàåòñÿ ïî 7 áàëëîâ
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Âñåðîññèéñêàÿ îëèìïèàäà øêîëüíèêîâ ïî

ìàòåìàòèêå

II (ìóíèöèïàëüíûé) ýòàï

2021 � 2022 ó÷åáíûé ãîä

8 ÊËÀÑÑ

1. Â òð¼õ îäèíàêîâûõ êîðîáêàõ ëåæàò ïî äâà øàðèêà: â îäíîé � äâà áåëûõ, â
äðóãîé � äâà ÷¼ðíûõ, â òðåòüåé � áåëûé è ÷¼ðíûé. Íà êàæäîé êîðîáêå åñòü
òàáëè÷êà: íà îäíîé èçîáðàæåíû äâà áåëûõ øàðèêà, íà äðóãîé � äâà ÷¼ðíûõ, íà
òðåòüåé � áåëûé è ÷¼ðíûé. Èçâåñòíî, ÷òî ñîäåðæèìîå êàæäîé êîðîáêè íå ñîîò-
âåòñòâóåò òàáëè÷êå. Êàê, âûíóâ òîëüêî îäèí øàðèê òîëüêî èç îäíîé êîðîáêè,
óñòàíîâèòü ñîäåðæèìîå êàæäîé èç êîðîáîê?

2. Äàíà òàáëèöà 6 × 3. Â êàæäóþ å¼ êëåòêó âïèñûâàåòñÿ ÷èñëî 0 èëè 1. Åñëè
íà ïåðåñå÷åíèè êàêèõ-òî äâóõ ñòðîê ñ êàêèìè-òî äâóìÿ ñòîëáöàìè âñå ÷åòûðå
÷èñëà ïîëó÷àþòñÿ îäèíàêîâûìè, òî ñ÷èòàåì, ÷òî òàáëèöà çàïîëíåíà íåóäà÷íî.
Ìîæíî ëè òàê çàïîëíèòü òàáëèöó, ÷òîáû ýòîãî ÿâëåíèÿ èçáåæàòü?

3. Èç ïóíêòîâ A è B îäíîâðåìåííî íàâñòðå÷ó äðóã äðóãó âûåõàëè äâà àâòîìîáèëÿ
ñ ïîñòîÿííûìè ñêîðîñòÿìè. Çà îäèí ÷àñ äî ïðèåçäà ïåðâîãî â B è çà ÷åòûðå
÷àñà äî ïðèåçäà âòîðîãî â A îíè âñòðåòèëèñü. Íàéòè îòíîøåíèå ñêîðîñòåé
àâòîìîáèëåé.

4. Â âûïóêëîì ÷åòûðåõóãîëüíèêå ïðîâåäåíû áèññåêòðèñû âñåõ åãî óãëîâ. Ìîæåò
ëè êàæäàÿ èç ñòîðîí ÷åòûðåõóãîëüíèêà ïåðåñåêàòüñÿ êàêîé-ëèáî áèññåêòðèñîé
â òî÷êå, îòëè÷íîé îò âåðøèíû?

5. Ìîæíî ëè ðàçðåçàòü êâàäðàò 5×5 íà ïðÿìîóãîëüíèêè äâóõ âèäîâ: 1×4 è 1×3,
÷òîáû ïîëó÷èëîñü ðîâíî 8 ïðÿìîóãîëüíèêîâ?

Çà ïîëíîå ðåøåíèå êàæäîé çàäà÷è äàåòñÿ ïî 7 áàëëîâ
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Âñåðîññèéñêàÿ îëèìïèàäà øêîëüíèêîâ ïî

ìàòåìàòèêå

II (ìóíèöèïàëüíûé) ýòàï

2021 � 2022 ó÷åáíûé ãîä

9 ÊËÀÑÑ

1. Äàíî äâóçíà÷íîå ÷èñëî, ó êîòîðîãî ïåðâàÿ öèôðà áîëüøå âòîðîé. Åãî öèôðû
ïåðåñòàâèëè, è ïîëó÷èëè íîâîå äâóçíà÷íîå ÷èñëî. Ðàçíîñòü ïåðâîãî è âòîðîãî
÷èñëà îêàçàëàñü òî÷íûì êâàäðàòîì. Ñêîëüêî èìååòñÿ âñåâîçìîæíûõ äâóçíà÷-
íûõ ÷èñåë, óäîâëåòâîðÿþùèõ óñëîâèþ?

2. Äàíà òàáëèöà 7 × 3. Â êàæäóþ å¼ êëåòêó âïèñûâàåòñÿ ÷èñëî 0 èëè 1. Åñëè
íà ïåðåñå÷åíèè êàêèõ-òî äâóõ ñòðîê ñ êàêèìè-òî äâóìÿ ñòîëáöàìè âñå ÷åòûðå
÷èñëà ïîëó÷àþòñÿ îäèíàêîâûìè, òî ñ÷èòàåì, ÷òî òàáëèöà çàïîëíåíà íåóäà÷íî.
Ìîæíî ëè òàê çàïîëíèòü òàáëèöó, ÷òîáû ýòîãî ÿâëåíèÿ èçáåæàòü?

3. Ìåæäó öèôðàìè ÷èñëà 987654321 íàäî ðàññòàâèòü çíàêè + òàê, ÷òîáû â ñóììå
ïîëó÷èëîñü 99. Ñêîëüêèìè ñïîñîáàìè ýòîãî ìîæíî äîáèòüñÿ?

4. Íà ïëîñêîñòè äàíî 10 ðàçëè÷íûõ òî÷åê. Ðàññìîòðåëè ñåðåäèíû âñåõ îòðåçêîâ,
ñîåäèíÿþùèõ âñå ïàðû òî÷åê. Êàêîå íàèìåíüøåå êîëè÷åñòâî ñåðåäèí ïðè ýòîì
ìîãëî âîçíèêíóòü?

5. Èìååòñÿ êëåò÷àòîå ïîëå 10 × 10 äëÿ èãðû â �ìîðñêîé áîé�. Â äàííîì ñëó÷àå
èãðà ïðîèñõîäèò ïî íåîáû÷íûì ïðàâèëàì, è ðàçðåøàåòñÿ èñïîëüçîâàòü òîëüêî
êîðàáëè ðàçìåðîì 1×2, ðàñïîëàãàåìûå êàê ãîðèçîíòàëüíî, òàê è âåðòèêàëüíî.
Êàêîå íàèáîëüøåå ÷èñëî ýòèõ êîðàáëåé ìîæíî ðàçìåñòèòü íà òàêîì ïîëå, åñëè
êîðàáëè íå äîëæíû âûõîäèòü íà ãðàíèöó êâàäðàòà, à ìåæäó ñîáîé íå ìîãóò
ñîïðèêàñàòüñÿ äàæå â òî÷êå?

Çà ïîëíîå ðåøåíèå êàæäîé çàäà÷è äàåòñÿ ïî 7 áàëëîâ
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Âñåðîññèéñêàÿ îëèìïèàäà øêîëüíèêîâ ïî

ìàòåìàòèêå

II (ìóíèöèïàëüíûé) ýòàï

2021 � 2022 ó÷åáíûé ãîä

10 ÊËÀÑÑ

1. Çà êðóãëûì ñòîëîì ñèäÿò 12 ÷åëîâåê. ×àñòü èç íèõ ÿâëÿåòñÿ ðûöàðÿìè, âñå-
ãäà ãîâîðÿùèìè ïðàâäó, à îñòàâøàÿñÿ ÷àñòü � ëæåöàìè, êîòîðûå âñåãäà ëãóò.
Êàæäûé èç ñèäÿùèõ îáúÿâèë ëæåöîì ñâîåãî ñîñåäà, ñèäÿùåãî ñëåâà. Ìîæíî
ëè íàâåðíÿêà óòâåðæäàòü, ñêîëüêî çà ñòîëîì áûëî ðûöàðåé, è ñêîëüêî ëæåöîâ?

2. Íàéòè íàèìåíüøåå íàòóðàëüíîå ÷èñëî, êîòîðîå îêàí÷èâàåòñÿ íà 56, äåëèòñÿ íà
56, è èìååò ñóììó öèôð, ðàâíóþ 56.

3. Ðàññìîòðèì ôóíêöèþ f(x) = 3
√
1 + x+ 3

√
3− x, çàäàííóþ íà ÷èñëîâîé ïðÿìîé.

Ïðè êàêèõ x çíà÷åíèå ôóíêöèè ÿâëÿåòñÿ öåëûì ÷èñëîì?

4. Ïóñòü AK � áèññåêòðèñà òðåóãîëüíèêà ABC, à L � òî÷êà ïåðåñå÷åíèÿ áèññåê-
òðèñ ýòîãî òðåóãîëüíèêà. Äîêàçàòü, ÷òî AL > LK.

5. Ïåòÿ è Âàñÿ èãðàþò â èãðó, ïî î÷åðåäè íàçûâàÿ íåíóëåâûå äåñÿòè÷íûå öèôðû.
Íåëüçÿ íàçûâàòü öèôðó, êîòîðàÿ ÿâëÿåòñÿ äåëèòåëåì êàêîé-òî èç óæå íàçâàí-
íûõ êåì-ëèáî. Ïðîèãðûâàåò òîò, ó êîãî íåò õîäà. Íà÷èíàåò Ïåòÿ. Êòî âûèãðû-
âàåò ïðè ïðàâèëüíîé èãðå îáåèõ ñòîðîí?

Çà ïîëíîå ðåøåíèå êàæäîé çàäà÷è äàåòñÿ ïî 7 áàëëîâ
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Âñåðîññèéñêàÿ îëèìïèàäà øêîëüíèêîâ ïî

ìàòåìàòèêå

II (ìóíèöèïàëüíûé) ýòàï

2021 � 2022 ó÷åáíûé ãîä

11 ÊËÀÑÑ

1. Íå èñïîëüçóÿ êàëüêóëÿòîðîâ è ïðî÷èõ âû÷èñëèòåëüíûõ ñðåäñòâ, âûÿñíèòü, êà-
êîå èç äâóõ ÷èñåë áîëüøå:

1 +
√
5

2
èëè

6
√
18?

2. Èìååòñÿ ÷åòûðå ñòàðûõ ñîâåòñêèõ ìåäíûõ ìîíåòû äîñòîèíñòâîì 1 êîï., 2 êîï.,
3 êîï. è 5 êîï. Âåñ êàæäîé èç ìîíåò â ãðàììàõ äîëæåí áûòü ÷èñëåííî ðàâåí å¼
äîñòîèíñòâó. Èçâåñòíî, ÷òî îäíà èç ìîíåò ÿâëÿåòñÿ áðàêîâàííîé, è ïî âåñó îíà
îòëè÷àåòñÿ îò íîðìàëüíîé. Êàê ïðè ïîìîùè äâóõ âçâåøèâàíèé íà ÷àøå÷íûõ
âåñàõ áåç ãèðü îïðåäåëèòü áðàêîâàííóþ ìîíåòó?

3. Ðàññìîòðèì ôóíêöèþ f(x) = 3
√
1 + x+ 3

√
3− x, çàäàííóþ íà ÷èñëîâîé ïðÿìîé.

Ïðè êàêèõ x çíà÷åíèå ôóíêöèè ÿâëÿåòñÿ öåëûì ÷èñëîì?

4. Ìîæíî ëè, èñïîëüçóÿ òîëüêî òðè ðàçëè÷íûå öèôðû, ñîñòàâèòü 16 òðåõçíà÷íûõ
÷èñåë òàêèõ, ÷òî âñå 16 ÷èñåë ïðè äåëåíèè íà 16 äàþò ðàçëè÷íûå îñòàòêè? (Íå
îáÿçàòåëüíî, ÷òîáû êàæäîå òðåõçíà÷íîå ÷èñëî ñîñòîÿëî èç ðàçíûõ öèôð.)

5. Ðàâíîáåäðåííûé òðåóãîëüíèê ABC ñ âåðøèíîé B âïèñàí â îêðóæíîñòü ðàäè-
óñà R. Â íåãî âïèñàíà îêðóæíîñòü ðàäèóñà r. Â ñåãìåíò, îãðàíè÷åííûé õîðäîé
AB è ìåíüøåé èç äóã, âïèñàíà äðóãàÿ îêðóæíîñòü, ðàäèóñ êîòîðîé òàêæå ðàâåí
r. Íàéòè îòíîøåíèå R : r.

Çà ïîëíîå ðåøåíèå êàæäîé çàäà÷è äàåòñÿ ïî 7 áàëëîâ
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Âñåðîññèéñêàÿ îëèìïèàäà øêîëüíèêîâ ïî

ìàòåìàòèêå

II (ìóíèöèïàëüíûé) ýòàï

2021 � 2022 ó÷åáíûé ãîä

Ðåøåíèÿ è óêàçàíèÿ

Ïîëíîå ðåøåíèå êàæäîé çàäà÷è îöåíèâàåòñÿ â 7 áàëëîâ. Ïðè íåïîëíîì ðåøåíèè
çàäà÷è, áàëëû îáû÷íî âûñòàâëÿþòñÿ ïðîïîðöèîíàëüíî òîìó, êàêîé ïðîöåíò ïîëåç-
íûõ èíòåëëåêòóàëüíûõ óñèëèé, íóæíûõ äëÿ å¼ ðåøåíèÿ, áûë çàòðà÷åí. Íàïðèìåð,
íå ñëåäóåò âîîáùå äàâàòü áàëëû çà ðàññìîòðåíèå ëåãêèõ ÷àñòíûõ ñëó÷àåâ, êîòîðûå
íèêàê íå ïðîÿñíÿþò îáùåé êàðòèíû.

Çà çàäà÷è, êîòîðûå ðåøåíû ïî÷òè ïîëíîñòüþ, íî â ðåøåíèè êîòîðûõ äîïóùåíû
ìåëêèå îøèáêè (ñêàæåì, àðèôìåòè÷åñêèå), ìû ðåêîìåíäóåì âû÷èòàòü îäèí èëè äâà
áàëëà â çàâèñèìîñòè îò õàðàêòåðà äîïóùåííîé îøèáêè.

Ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî ïðîâåðêà ðåøåíèé çàäà÷ è âûñòàâëåíèå áàëëîâ ÿâëÿåòñÿ
â ëþáîì ñëó÷àå ïðîöåññîì òâîð÷åñêèì è íå äî êîíöà ïîääà¼òñÿ ôîðìàëèçàöèè.
Ïîýòîìó òðóäíî äàòü ðåêîìåíäàöèè, îõâàòûâàþùèå âñå âîçìîæíûå ñèòóàöèè, êî-
òîðûå ìîãóò âîçíèêíóòü â õîäå ïðîâåðêè. Ðåøåíèÿ çàäà÷, ïîëó÷åííûõ ó÷åíèêàìè,
áåçóñëîâíî, ìîãóò îòëè÷àòüñÿ îò àâòîðñêèõ. Åäèíñòâåííûì êðèòåðèåì â ýòîì ñëó÷àå
ÿâëÿåòñÿ ïðàâèëüíîñòü ðàññóæäåíèé.

Íåêîòîðûå ïðåäëîæåíèÿ ïî âûñòàâëåíèþ áàëëîâ, êàñàþùèåñÿ îòäåëüíûõ çàäà÷,
ïðèâåäåíû íèæå.

Â òåõ çàäà÷àõ, ãäå òðåáóåòñÿ ïîñòðîèòü êàêîé-ëèáî ïðèìåð, íå îáÿçàòåëüíî ïðè-
âîäèòü ðàññóæäåíèÿ î òîì, êàê èìåííî îí áûë ïîëó÷åí. Â ñëó÷àå, åñëè ïðàâèëüíîñòü
ïðèìåðà ëåãêî ïðîâåðÿåòñÿ, åãî äîñòàòî÷íî âñåãî ëèøü ïðåäúÿâèòü. Ê ýòîé ãðóïïå
çàäà÷ îòíîñÿòñÿ VII.5, VIII.2 (ãäå æåëàòåëüíî õîòÿ áû êðàòêîå îáîñíîâàíèå). Îäíà-
êî âî ìíîãèõ çàäà÷àõ, ïîìèìî âåðíîãî ïðèìåðà, íóæíî áûâàåò îáîñíîâûâàòü èëè
åäèíñòâåííîñòü íàéäåííîãî ðåøåíèÿ (êàê â ÷èñëîâîì ðåáóñå), èëè òîò ôàêò, ÷òî
íàéäåííîå ÷èñëî ÿâëÿåòñÿ íàèìåíüøèì âîçìîæíûì.

Çàäà÷è VII.1, VII.4, VIII.1, VIII.3, VIII.4, X.1, X.4, XI.5 îòíîñÿòñÿ ê ÷èñëó îáû÷-
íûõ øêîëüíûõ. Èõ îöåíêà äîëæíà ïðîèçâîäèòüñÿ â ñîîòâåòñòâèè ñ îáû÷íîé ïðàê-
òèêîé. Ìàêñèìàëüíûé áàëë äà¼òñÿ çà ïîëíîå ðåøåíèå.

Â çàäà÷å VII.2 çà âåðíûé îòâåò â ðåøåíèè ÷èñëîâîãî ðåáóñà, áåç îáîñíîâàíèÿ
åäèíñòâåííîñòè ðåøåíèÿ, ïðèñóæäàåòñÿ 3 áàëëà. Òî æå ñàìîå êàñàåòñÿ çàäà÷è VII.3,
åñëè âåðíûé îòâåò óêàçàí, íî íå îáîñíîâàí.

Â çàäà÷å VIII.5 áàëëû äàþòñÿ òîëüêî ïðè íàëè÷èè ïîëíîãî îáîñíîâàíèÿ. Çà èñ-
ïîëüçîâàíèå èäåè ðàñêðàñêè ìîæíî äàâàòü 1 áàëë.



Â çàäà÷å IX.1 çà âåðíóþ èäåþ ïîäñ÷¼òà ìîæíî äàâàòü äî 3 áàëëîâ, åñëè â âû-
÷èñëåíèÿõ äîïóùåíû îøèáêè. Ïðè ýòîì, åñëè ó êîãî-òî ôèãóðèðóåò äîïóùåíèå, ÷òî
äâóçíà÷íîå ÷èñëî ìîæåò íà÷èíàòüñÿ ñ íóëÿ (÷òî ÿâëÿåòñÿ ãðóáîé îøèáêîé), à âñ¼
îñòàëüíîå âåðíî, äà¼òñÿ íå áîëåå 1 áàëëà.

Â çàäà÷å IX.2 òðåáóåòñÿ ïîëíîå îáîñíîâàíèå îòâåòà.
Â çàäà÷å IX.3 çà îáà íàéäåííûõ âàðèàíòà áåç îáîñíîâàíèÿ ìîæíî äàâàòü äî 3

áàëëîâ.
Çà âåðíûé îòâåò â çàäà÷å IX.4 ìîæíî äàâàòü äî 2 áàëëîâ. Åñëè ðàçîáðàí ïðèìåð

ñ 17 ñåðåäèíàìè, ìîæíî äàâàòü äî 3 áàëëîâ.
Â çàäà÷å XI.5 çà ïðèìåð ñ 13 êîðàáëÿìè äà¼òñÿ 2 áàëëà.
Â çàäà÷å X.2 çà âåðíûé ïðèìåð (áåç îáîñíîâàíèÿ) ìîæíî äàâàòü äî 3 áàëëîâ.
Â çàäà÷àõ X.3, XI.3 çà âåðíîå íàõîæäåíèå äâóõ ïàð êîðíåé ìîæíî ïðèñóæäàòü

äî 3 áàëëîâ.
Â çàäà÷å X.5 çà ïîïûòêè óêàçàòü êîíêðåòíóþ ñòðàòåãèþ èãðû, íî áåç ïîëíîãî è

òî÷íîãî îáîñíîâàíèÿ, áàëëû íå ïðèñóæäàþòñÿ.
Â çàäà÷å XI.1 áàëëû íå ïðèñóæäàþòñÿ çà èñïîëüçîâàíèå ïðèáëèæ¼ííûõ âû÷èñ-

ëåíèé ñ äåñÿòè÷íûìè öèôðàìè. Ïðèìåíåíèå ôîðìóë ñîêðàù¼ííîãî óìíîæåíèÿ, ñ
òî÷íûì ñðàâíåíèåì êâàäðàòíûõ êîðíåé, âïîëíå äîïóñòèìî.

Â çàäà÷å XI.2 ãîäèòñÿ ëþáàÿ ëîãè÷åñêè îáîñíîâàííàÿ ñõåìà ñ äâóìÿ âçâåøèâàíè-
ÿìè.

Çà çàäà÷ó XI.4 ìîæíî äàâàòü äî 1 áàëëà çà ïîëíîå ðàññìîòðåíèå îäíîãî èëè
íåñêîëüêèõ ÷àñòíûõ ñëó÷àåâ (íàïðèìåð, ÷èñåë, ñîñòàâëåííûõ èç çàäàííîãî íàáîðà
öèôð òèïà 1, 2, 3 ñ ïîëíûì àíàëèçîì âñåõ îñòàòêîâ).
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II (ìóíèöèïàëüíûé) ýòàï

2021 � 2022 ó÷åáíûé ãîä

7 êëàññ (ðåøåíèÿ)

1. Îòâåò: ñèíèé, áåëûé, êðàñíûé.

Â òðåòüåì ÿùèêå ëåæèò íå áåëûé è íå ñèíèé øàðèê. Çíà÷èò, îí êðàñíûé. Â
ïåðâîì � íå áåëûé, à òàêæå íå êðàñíûé. Çíà÷èò, îí ñèíèé. Ïîëó÷àåòñÿ, ÷òî âî
âòîðîì ÿùèêå ëåæèò áåëûé øàðèê.

2. Îòâåò: 8126 + 8126 = 16252.

ßñíî, ÷òî Ä=1 êàê ïåðâàÿ öèôðà ïÿòèçíà÷íîé ñóììû. Ðàññìîòðèì ðàçðÿä ñî-
òåí. Äëÿ íåãî À=Ä+Ä=2, òàê êàê öèôðà À ñòîèò íà êîíöå ñóììû, è îíà ÷¼òíà.
Îòñþäà Ð+Ð îêàí÷èâàåòñÿ íà 2, ïîýòîìó Ð=6, òàê êàê öèôðà 1 óæå çàíÿòà.
Ñëîæåíèå äâóõ ïîñëåäíèõ ðàçðÿäîâ äà¼ò Ê=5. Íàêîíåö, Ó=8, òàê êàê ïðè ñëî-
æåíèè Ó+Ó äîëæíî ïîëó÷èòüñÿ 16. Ðåøåíèå åäèíñòâåííî.

3. Îòâåò: 894326705.

Ñðåäè äâóõ ñîñåäíèõ öèôð íåïðåìåííî åñòü äåëÿùàÿñÿ íà 3, à òàêèõ öèôð
âñåãî ÷åòûðå. Ïîýòîìó 10-çíà÷íîãî ÷èñëà áûòü íå ìîæåò. Ïîïðîáóåì ïîñòðîèòü
9-çíà÷íîå. Öèôðû 0, 3, 6, 9, êðàòíûå òð¼ì, äîëæíû ñòîÿòü íà ÷¼òíûõ ìåñòàõ.
Ïðè ýòîì ðÿäîì ñ 3 è 9 ñòîÿò ïî îáå ñòîðîíû ÷¼òíûå öèôðû. Òàê êàê 9 íà
ïåðâîì ìåñòå íå ñòîèò, ìàêñèìàëüíàÿ ïåðâàÿ öèôðà ðàâíà 8, è äàëåå, ÷òîáû
ïîëó÷èòü ìàêñèìóì, ñòàâèì 9. Ïîñëå 9 ìàêñèìàëüíàÿ öèôðà ðàâíà 4, òàê êàê
6 ñòîèò â äðóãîì ìåñòå. Ïîñêîëüêó îáå öèôðû ðÿäîì ñ 3 ÷¼òíû, è ýòî íå 0
è íå 6, öèôðà 3 ñîñåäñòâóåò ñ 2 è 4. Èìååì 89432... , è äàëüøå ïðîäîëæåíèå
îäíîçíà÷íîå: 894326705.

4. Îòâåò: 900.

Ê ëþáîìó òð¼õçíà÷íîìó ÷èñëó ìîæíî ðîâíî îäíèì ñïîñîáîì ïðèïèñàòü ñïðàâà
äåñÿòè÷íóþ öèôðó, ÷òîáû ñóììà öèôð ñòàëà êðàòíà 10. Íàïðèìåð, ê 780 äî-
ïèñûâàåì 5, ê 202 äîïèñûâàåì 6, ê 334 äîïèñûâàåì 0, è òàê äàëåå. Ïîñêîëüêó
òð¼õçíà÷íûå ÷èñëà ïðèíèìàþò çíà÷åíèÿ îò 100 äî 999 âêëþ÷èòåëüíî, èõ áóäåò
ðîâíî 999 − (100 − 1) = 900. Ñòîëüêî æå áóäåò è ÷åòûð¼õçíà÷íûõ ÷èñåë èç
óñëîâèÿ çàäà÷è.



5. Ñíà÷àëà ðàçðåæåì ïðÿìîóãîëüíèê íà òðè êâàäðàòà ðàçìåðîì 3×3. Äâà èç íèõ
îñòàâèì, à îò òðåòüåãî îòðåæåì êâàäðàò 2× 2. Îñòàâøóþñÿ ÷àñòü ðàçðåæåì íà
5 êâàäðàòîâ ðàçìåðîì 1× 1. Âñåãî ïîëó÷èòñÿ 8 êâàäðàòîâ.



Âñåðîññèéñêàÿ îëèìïèàäà øêîëüíèêîâ ïî

ìàòåìàòèêå
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8 êëàññ (ðåøåíèÿ)

1. Â êîðîáêå ñ òàáëè÷êîé Á× îáà øàðèêà èìåþò îäèí è òîò æå öâåò. Âûíèìàåì
èç íå¼ îäèí øàðèê. Äîïóñòèì, ÷òî îí áåëûé. Òîãäà â ýòîé êîðîáêå äâà áåëûõ
øàðèêà. Â êîðîáêå ñ òàáëè÷êîé ×× îêàçûâàþòñÿ áåëûé è ÷¼ðíûé øàðèê, òàê
êàê äðóãèõ âàðèàíòîâ íåò. Íàêîíåö, â êîðîáêå ñ òàáëè÷êîé ÁÁ îêàçûâàåòñÿ äâà
÷¼ðíûõ øàðèêà.

Ñëó÷àé, êîãäà âûíèìàåìûé øàð ÿâëÿåòñÿ ÷¼ðíûì, ïîëíîñòüþ àíàëîãè÷åí ðàñ-
ñìîòðåííîìó.

2. Îòâåò: äà, ìîæíî.

Ðàññìîòðèì òàêîå çàïîëíåíèå òàáëèöû:

0 0 1
0 1 0
1 0 0
1 1 0
1 0 1
0 1 1

Â êàæäé ñòðîêå åñòü äâà îäèíàêîâûõ ýëåìåíòà. Ëåãêî ïðîâåðèòü, ÷òî â ëþáîé
äðóãîé ñòðîêå ýòè ýëåìåíòû ñòîÿò óæå íà äðóãèõ ìåñòàõ. Íàïðèìåð, åñëè ýòî
äâà íóëÿ, òî îíè òîëüêî îäèí ðàç ñòîÿò â 1-ì è 2-ì ñòîëáöå. Ïîýòîìó ÷åòâ¼ðêè
îäèíàêîâûõ ÷èñåë íà ïåðåñå÷åíèè äâóõ ñòðîê è ñòîëáöîâ íå âîçíèêàåò.

3. Îòâåò: ñêîðîñòü ïåðâîãî àâòîìîáèëÿ â 2 ðàçà áîëüøå.

Ïóñòü ñêîðîñòü îäíîãî àâòîìîáèëÿ â k ðàç áîëüøå ñêîðîñòè äðóãîãî. Ïîñêîëüêó
îíè âûåõàëè îäíîâðåìåííî, îäèí àâòîìîáèëü ïðîåäåò â k ðàç áîëüøåå ðàññòîÿ-
íèå. Ïîñëå ýòîãî ó÷àñòêè ïîìåíÿþòñÿ, è áîëåå ìåäëåííûé àâòîìîáèëü, ñêîðîñòü
êîòîðîãî â k ðàç ìåíüøå, äîëæåí áóäåò ïðåîäîëåòü â k ðàç áîëüøåå ðàññòîÿíèå.
Ïîíÿòíî, ÷òî ó íåãî íà ýòî óéä¼ò â k2 ðàç áîëüøå âðåìåíè. Â íàøåì ñëó÷àå ýòî
÷èñëî ðàâíî 4, îòêóäà k = 2. Òî åñòü ñêîðîñòü ïåðâîãî àâòîìîáèëÿ (êîòîðîìó
îñòàëîñü ìåíüøå âðåìåíè åõàòü) âäâîå áîëüøå ñêîðîñòè âòîðîãî.



4. Îòâåò: íåò, íå ìîæåò.

Ðàññìîòðèì ÷åòûðåõóãîëüíèê ABCD è ïðîâåäåì åãî äèàãîíàëè. Ïóñòü îíè ïå-
ðåñåêàþòñÿ â òî÷êå O. Ðàññìîòðèì íàèáîëåå óäàëåííóþ îò íå¼ ñòîðîíó. Áåç
îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî ýòî ñòîðîíà AB. Ïîñêîëüêó ðàññòî-
ÿíèå îò òî÷êè O äî ïðÿìîé AB íå ìåíüøå ðàññòîÿíèÿ îò O äî ïðÿìîé AD,
âåëè÷èíà óãëà OAB íå ìåíüøå âåëè÷èíû óãëà OAD. Ïîýòîìó áèññåêòðèñà óã-
ëà A íå ìîæåò ïðîõîäèòü âíóòðè óãëà OAD è òåì ñàìûì íå ìîæåò ïåðåñåêàòü
ñòîðîíó CD âî âíóòðåííåé òî÷êå. Àíàëîãè÷íî äîêàçûâàåòñÿ, ÷òî áèññåêòðèñà
óãëà B íå ïåðåñåêàåò ñòîðîíó CD âî âíóòðåííåé òî÷êå. Òàêèì îáðàçîì, ñòîðîíó
CD íå ïåðåñåêàåò âî âíóòðåííåé òî÷êå íèêàêàÿ èç áèññåêòðèñ.

5. Îòâåò: íåò, íåëüçÿ.

Â êâàäðàòå 25 êëåòîê, à 8 ïðÿìîóãîëüíèêîâ 1 × 3 â ñóììå èìåþò 24 êëåòêè.
Çíà÷èò, ñðåäè 8 ïðÿìîóãîëüíèêîâ ðîâíî îäèí äîëæåí áûòü âèäà 1×4. Ïîêàæåì,
÷òî ýòèìè ïðÿìîóãîëüíèêàìè êâàäðàò íå ïîêðûòü.

Ðàññóæäàÿ îò ïðîòèâíîãî, âðåìåííî óäàëèì êðàéíþþ êëåòêó ïðÿìîóãîëüíèêà
1×4. Òîãäà êâàäðàò áåç îäíîé êëåòêè îêàæåòñÿ ïîêðûò ïðÿìîóãîëüíèêàìè 1×3.
Ðàñêðàñèì êëåòêè êâàäðàòà â òðè öâåòà: â ïåðâîé ñòðîêå â ïîðÿäêå 12312, âî
âòîðîé 23123, â òðåòüåé 31231, è äàëåå ïîâòîðèì ðàñêðàñêó ïåðâîé è âòîðîé
ñòðîê. Ëåãêî âèäåòü, ÷òî âñå öâåòà âñòðå÷àþòñÿ ïîðîâíó êðîìå öâåòà 2. Ýòî
çíà÷èò, ÷òî åñëè ìû ïîêðûëè êâàäðàò áåç îäíîé êëåòêè ïðÿìîóãîëüíèêàìè
1× 3, òî ñâîáîäíàÿ êëåòêà èìååò öâåò 2 êàê ïðè ýòîé ðàñêðàñêå, òàê è ïðè âñåõ
ñèììåòðè÷íûõ. Íî òîãäà ýòî òîëüêî öåíòðàëüíàÿ êëåòêà.

Îñòàëîñü çàìåòèòü, ÷òî îíà íå ìîæåò áûòü êðàéíåé íè äëÿ êàêîãî ïðÿìîóãîëü-
íèêà 1× 4.
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9 êëàññ (ðåøåíèÿ)

1. Îòâåò: 13 ÷èñåë.

Ïóñòü ïåðâîå ÷èñëî ðàâíî 10a + b. Òîãäà âòîðîå ðàâíî 10b + a, ãäå a > b > 0.
Ðàçíîñòü ðàâíà 9(a − b), îòêóäà ñëåäóåò, ÷òî ðàçíîñòü a − b ÿâëÿåòñÿ òî÷íûì
êâàäðàòîì. Çíà÷åíèå ðàçíîñòè ìîæåò áûòü ðàâíî 1 èëè 4. Äëÿ ïåðâîãî ñëó÷àÿ
èìååì 8 çíà÷åíèé äëÿ áîëüøåãî èç ÷èñåë (21, 32, ... , 98), êîãäà ðàçíîñòü ðàâíà
32, à äëÿ âòîðîãî ñëó÷àÿ èìååòñÿ 5 çíà÷åíèé (51, 62, 73, 84, 95), êîãäà ðàçíîñòü
ðàâíà 62. Èòîãî 13 ÷èñåë.

2. Îòâåò: íåò, íåëüçÿ.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî åñòü äâå ñòðîêè, çàïîëíåííûå îäèíàêîâî. Ñðåäè òð¼õ ÷èñåë
ñòðîêè åñòü äâà îäèíàêîâûõ. Âûáèðàåì ñòîëáöû, â êîòîðûõ ñòîÿò ýòè ÷èñëà.
Òîãäà íà ïåðåñå÷åíèè ïîëó÷àåòñÿ ÷åòûðå îäèíàêîâûõ ÷èñëà.

Ïóñòü òåïåðü ïîâòîðåíèé ñòðîê íå èìååòñÿ. Âñåãî èìååòñÿ 8 ðàçëè÷íûõ âàðèàí-
òîâ çàïîëíèòü ñòðîêó: 000, 001, ... , 111. Ó íàñ ñòðîê 7, òî åñòü ïðèñóòñòâóþò âñå
âàðèàíòû êðîìå îäíîãî. Â ÷àñòíîñòè, åñòü ñòðîêà 000 èëè 111. Îáà âàðèàíòà
àíàëîãè÷íû; ðàññìîòðèì ïåðâûé èç íèõ.

ßñíî, ÷òî íàéä¼òñÿ ëèáî ñòðîêà 001, ëèáî 010, òàê êàê îáà âàðèàíòà îòñóòñòâî-
âàòü íå ìîãóò. Áåð¼ì äâà ñòîëáöà ñ íóëÿìè, è íà ïåðåñå÷åíèè äâóõ ñòðîê ñî
ñòîëáöàìè ïîëó÷àåòñÿ ÷åòûðå íóëÿ.

3. Îòâåò: äâóìÿ ñïîñîáàìè.

ßñíî, ÷òî òð¼õçíà÷íûõ ñëàãàåìûõ áûòü íå ìîæåò, à òàêæå äîëæíî áûòü õî-
òÿ áû îäíî äâóçíà÷íîå, òàê êàê ñóììà âñåõ öèôð ðàâíà 45. Ïóñòü äâóçíà÷-
íîå ñëàãàåìîå îäíî, è ìû ñãðóïïèðîâàëè öèôðû a + 1 è a. Òîãäà äâóçíà÷íîå
ñëàãàåìîå ðàâíî 10(a + 1) + a = 11a + 10, à ñóììà îñòàëüíûõ öèôð ðàâíà
45 − (a + 1) − a = 44 − 2a. Èòîãî ïîëó÷àåòñÿ 11a + 10 + 44 − 2a = 99, òî åñòü
a = 5. Ýòî äà¼ò ðåøåíèå 9 + 8 + 7 + 65 + 4 + 3 + 2 + 1 = 99.

Ïóñòü òåïåðü äâóçíà÷íûõ ñëàãàåìûõ äâà. Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî â îäíîì ñëó÷àå
ìû ñãðóïïèðîâàëè öèôðû b+1 è b, à â äðóãîì a+1 è a, ãäå b > a+1. Äâóçíà÷íûå



÷èñëà ðàâíû 11b+10 è 11a+10 ñîîòâåòñòâåííî, à ñóììà îäíîçíà÷íûõ ñëàãàåìûõ
ñîñòàâëÿåò 45 − (2b + 1) − (2a + 1) = 43 − 2(a + b). Âìåñòå èìååì 11(a + b) +
20 + 43− 2(a+ b) = 99, îòêóäà a+ b = 4. Ïîäõîäèò òîëüêî îäèí âàðèàíò a = 1,
b = 3, ÷òî äà¼ò âòîðîå ðåøåíèå 9 + 8 + 7 + 6 + 5 + 43 + 21 = 99.

Áîëüøå ðåøåíèé íåò, òàê êàê ñóììà òð¼õ äâóçíà÷íûõ ñëàãàåìûõ áóäåò íå ìåíü-
øå 65 + 43 + 21, ÷òî ïðåâûøàåò 99.

4. Îòâåò: 17 ñåðåäèí.

Ðàññìîòðèì ñëó÷àé, êîãäà òî÷êè ëåæàò íà îäíîé ïðÿìîé. Ââåä¼ì íà íåé êîîð-
äèíàòû, è ïóñòü äëÿ òî÷åê ïîëó÷èëîñü a1 < · · · < a10. Ðàññìîòðèì ñåðåäèíû
îòðåçêîâ ñ ó÷àñòèåì a1. Èõ äåâÿòü, è îíè îáðàçóþò âîçðàñòàþùóþ ïîñëåäî-
âàòåëüíîñòü a1+a2

2
< a1+a3

2
< · · · < a1+a10

2
. Àíàëîãè÷íî ðàññìîòðèì ñåðåäèíû

îòðåçêîâ ñ ó÷àñòèåì a10. Èõ òàêæå äåâÿòü, è îíè îáðàçóþò ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
a1+a10

2
< a2+a10

2
< · · · < a9+a10

2
. Íàèáîëüøåå ÷èñëî ïåðâîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè

ñîâïàäàåò ñ íàèìåíüøèì ÷èñëîì âòîðîé, è âìåñòå ìû èìååì 17 ïîïàðíî ðàç-
ëè÷íûõ ñåðåäèí. Âñåãî ñåðåäèí, òåì ñàìûì, íå ìåíåå 17.

Åñëè âçÿòü òî÷êè ñ ÷¼òíûìè êîîðäèíàòàìè 2, 4, 6, ... , 20, òî ñåðåäèíàìè îêà-
æóòñÿ âñå òî÷êè ñ öåëûìè êîîðäèíàòàìè îò 3 äî 19 âêëþ÷èòåëüíî, è èõ ðîâíî
17.

Òåïåðü ðàññìîòðèì îáùèé ñëó÷àé ðàñïîëîæåíèÿ òî÷åê íà ïëîñêîñòè. Ïðîâåä¼ì
ïðÿìûå ÷åðåç âñå ïàðû òî÷åê, è ðàññìîòðèì ïðÿìóþ, íå ïåðïåíäèêóëÿðíóþ íè
îäíîé èç ýòèõ ïðÿìûõ. Òîãäà â ïðîåêöèè íà äàííóþ ïðÿìóþ âñå òî÷êè îêàæóòñÿ
ðàçëè÷íûìè. Ñåðåäèíà ïðè ïðîåêöèè ïåðåõîäèò â ñåðåäèíó, à äëÿ òî÷åê íà
ïðÿìîé ìû èìååì íå ìåíåå 17 ðàçëè÷íûõ ñåðåäèí. Çíà÷èò, âñåãî ñåðåäèí áûëî
íå ìåíüøå.

5. Îòâåò: 13.

Îäèí èç ïðèìåðîâ ðàñïîëîæåíèÿ 13 êîðàáëåé ïðåäñòàâëåí íà ðèñóíêå:

x x x x x x

x x x x x x

x x x x x x

x x x x
x x x x

Äîêàæåì, ÷òî áîëüøåå ÷èñëî êîðàáëåé ðàñïîëîæèòü íåâîçìîæíî. Äëÿ êàæäîãî
ïðÿìîóãîëüíèêà 1×2 ðàññìîòðèì äâå ïàðû ïàðàëëåëüíûõ ëèíèé, îòñòîÿùèõ âî



âíåøíþþ ñòîðîíó îò åãî êîíòóðà íà ðàññòîÿíèå 1/2. Îíè çàäàþò ïðÿìîóãîëü-
íèê 2×3 ïëîùàäüþ 6. Òàêæå äëÿ êàæäîé èç ñòîðîí êâàäðàòà 10×10 ðàññìîòðèì
ëèíèè íà ðàññòîÿíèè 1/2 îò êîíòóðà êâàäðàòà, ðàñïîëîæåííûå âíóòðè íåãî.

Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî íàìè ñäåëàíû îáðàìëåíèÿ. Èç óñëîâèÿ çàäà÷è ñëåäóåò,
÷òî îáðàìëåíèÿ ïðÿìîóãîëüíèêîâ è êâàäðàòà íå ìîãóò íàêëàäûâàòüñÿ äðóã íà
äðóãà. Ïîýòîìó âñå îáðàìëåíèÿ êîðàáëåé ñîäåðæàòñÿ âî âíóòðåííåì êâàäðàòå
9×9. Åñëè êîðàáëåé áûëî k, òî èõ ñóììàðíàÿ ïëîùàäü âìåñòå ñ îáðàìëåíèÿìè
íå áîëüøå ïëîùàäè âíóòðåííåãî êâàäðàòà: 6k ≤ 81. Îòñþäà ÿñíî, ÷òî k ≤ 13.



Âñåðîññèéñêàÿ îëèìïèàäà øêîëüíèêîâ ïî

ìàòåìàòèêå

II (ìóíèöèïàëüíûé) ýòàï

2021 � 2022 ó÷åáíûé ãîä

10 êëàññ (ðåøåíèÿ)

1. Îòâåò: äà, ìîæíî.

Åñëè íà êàêîì-òî ìåñòå ñèäèò ðûöàðü, òî îí ñêàçàë ïðàâäó, è ñëåâà îò íåãî
äîëæåí ñèäåòü ëæåö. Îáðàòíî, åñëè íà êàêîì-òî ìåñòå ñèäèò ëæåö, òî ñëåâà îò
íåãî ñèäèò òîò, êîãî íåïðàâèëüíî íàçâàëè ëæåöîì, òî åñòü ðûöàðü. Ýòî çíà÷èò,
÷òî ðûöàðè è ëæåöû çà ñòîëîì ÷åðåäóþòñÿ, òî åñòü èìååòñÿ ïî 6 òåõ è äðóãèõ.

2. Îòâåò: 29899856.

×èñëî èìååò âèä 100A+56, ãäå A äåëèòñÿ íà 7 è ïðè ýòîì ÷¼òíî. Ñóììà öèôð
A ðàâíà 45. Äîñòàòî÷íî óêàçàòü íàèìåíüøåå ÷èñëî ñ ýòèìè ñâîéñòâàìè. ßñíî,
÷òî îíî êàê ìèíèìóì øåñòèçíà÷íî. Íàèìåíüøåå ÷¼òíîå ÷èñëî ñ ñóììîé öèôð
45 ðàâíî 199998, íî îíî íà 7 íå äåëèòñÿ. Ñëåäóþùèå ïî âåëè÷èíå òàêèå ÷èñëà
íà÷èíàþòñÿ öèôðîé 2, è íà êîíöå èìåþò 8, òàê êàê â ïðîòèâíîì ñëó÷àå ñóììà
öèôð áóäåò ìåíüøå. Òîãäà äðóãèå öèôðû � ýòî åù¼ îäíà öèôðà 8 è îñòàëüíûå
äåâÿòêè. Äâà ñëåäóþùèõ ïî âåëè÷èíå âàðèàíòà � ýòî 289998 è 298998. Ëåãêî
âèäåòü, ÷òî ïåðâîå èç íèõ íå äåëèòñÿ íà 7, à âòîðîå äåëèòñÿ, ïîýòîìó ê íåìó è
ïðèïèñûâàåì â êîíöå 56.

3. Îòâåò: ïðè x ∈ {1±
√
5, 1± 10

9

√
3}.

Ïóñòü y = 3
√
1 + x, z = 3

√
3− x. Òîãäà y3+z3 = 4. Ïîëîæèì y+z = k ∈ Z. ßñíî,

÷òî k 6= 0. Òîãäà 4
k
= y3+z3

y+z
= y2 − yz + z2 = (y + z)2 − 3yz = k2 − 3yz, îòêóäà

yz = k3−4
3k

.

×èñëà y, z îêàçûâàþòñÿ êîðíÿìè êâàäðàòíîãî óðàâíåíèÿ t2 − kt + k3−4
3k

= 0.

Åãî äèñêðèìèíàíò ðàâåí D = 16−k3
3k
≥ 0. Ïîíÿòíî, ÷òî k íå ìîæåò áûòü îòðè-

öàòåëüíûì, îòêóäà 0 < k ≤ 3
√
16, òî åñòü k = 1 èëè k = 2.

Â ïåðâîì ñëó÷àå y, z � êîðíè óðàâíåíèÿ t2− t− 1 = 0, ãäå x = t3− 1. ßñíî, ÷òî
t2 = t + 1, t3 = t2 + t = 2t + 1, òî åñòü x = 2t = 1 ±

√
5. Äîñòàòî÷íî î÷åâèäíî,

÷òî ýòî äà¼ò ðåøåíèÿ èñõîäíîãî óðàâíåíèÿ.

Âî âòîðîì ñëó÷àå t2−2t+ 2
3
= 0, îòêóäà t2 = 2t− 2

3
, t3 = 2t2− 2

3
t = 10t

3
− 4

3
. Êîðíè

èìåþò âèä t = 1± 1√
3
, ÷òî äà¼ò x = t3 − 1 = 1± 10

9

√
3. Èç îáùèõ ñîîáðàæåíèé



ïîíÿòíî, ÷òî íàéäåííûå çíà÷åíèÿ ïîäõîäÿò (ïîñêîëüêó äëÿ íèõ ñèñòåìà îò y,
z äà¼ò ðåøåíèå).

Èòîãî ðåøåíèé â äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñëàõ ïîëó÷àåòñÿ ÷åòûðå.

4. Èñïîëüçóåì èçâåñòíîå ñâîéñòâî áèññåêòðèñû òðåóãîëüíèêà: îíà äåëèò ïðîòè-
âîëåæàùóþ ñòîðîíó â îòíîøåíèè, ðàâíîì îòíîøåíèþ äëèí áîêîâûõ ñòîðîí.
Íàïîìíèì, ÷òî ýòîò ôàêò ìîæíî âûâåñòè ëèáî ïðè ïîìîùè ïîäîáèÿ òðåóãîëü-
íèêîâ, ëèáî èç ñðàâíåíèÿ îòíîøåíèé ïëîùàäåé äâóõ òðåóãîëüíèêîâ ñ îáùåé
ñòîðîíîé, ðàâíîé îòðåçêó áèññåêòðèñû.

Èç ýòîãî ñâîéñòâà âûòåêàåò, ÷òî êàæäîå èç îòíîøåíèé AB/BK è AC/CK ðàâíî
x = AL/LK. Ïîýòîìó AB+AC = x·(BK+CK) = x·BC, òî åñòü x = AB+AC

BC
> 1

â ñèëó íåðàâåíñòâà òðåóãîëüíèêà. Ýòî çíà÷èò, ÷òî AL > LK.

5. Îòâåò: âûèãðûâàåò Ïåòÿ.

Ðàññìîòðèì òó æå èãðó, íî ñ öèôðàìè îò 2 äî 9. Îíà äëèòñÿ êîíå÷íîå ÷èñëî
õîäîâ, íè÷üèõ íå áûâàåò. Çíà÷èò, ó îäíîãî èç èãðîêîâ â íåé åñòü âûèãðûøíàÿ
ñòðàòåãèÿ.

Ðàññìîòðèì ñëó÷àé, êîãäà â íîâîé èãðå ïîáåæäàåò òîò, êòî â íåé íà÷èíàåò.
Òîãäà îí ïåðâûì õîäîì íàçûâàåò íåêîòîðóþ öèôðó a 6= 1, è äàëåå ïîáåæäàåò.
Òîãäà Ïåòå äîñòàòî÷íî â èñõîäíîé èãðå íàçâàòü ýòî æå ÷èñëî a. Åäèíèöà äåëèò
ëþáîå ÷èñëî, å¼ äàëåå íàçûâàòü íåëüçÿ, òî åñòü èãðà ïðîòåêàåò òî÷íî òàê æå,
êàê ïðåäûäóùàÿ. Ïîýòîìó Ïåòÿ ïîáåæäàåò.

Òåïåðü ðàññìîòðèì ñëó÷àé, êîãäà â íîâîé èãðå íà÷èíàþùèé ïðîèãðûâàåò. Òîãäà
Ïåòÿ â èñõîäíîé èãðå íàçûâàåò ÷èñëî 1. Äàëåå èãðà ïðîäîëæàåòñÿ òî÷íî òàê
æå, êàê è èãðà ñ öèôðàìè îò 2 äî 9, íî â íåé óæå ïåðâûé õîä äåëàåò Âàñÿ.
Ïîýòîìó îí ïðîèãðûâàåò, à Ïåòÿ ïîáåæäàåò.

Çàìåòèì, ÷òî ñòðàòåãèÿ ïðàâèëüíîé èãðû çäåñü ñõîäó íå èçâåñòíà: äîêàçûâàåò-
ñÿ ëèøü ôàêò å¼ ñóùåñòâîâàíèÿ. Àíàëèç èãðû, ïðîâåä¼ííîé ïðè ïîìîùè êîì-
ïüþòåðà, ïîêàçûâàåò, ÷òî âûèãðûâàåò ëþáîé èç òð¼õ íà÷àëüíûõ õîäîâ Ïåòè:
îí ìîæåò íàçâàòü ëèáî 2, ëèáî 5, ëèáî 7. Íî ñàìà èíñòðóêöèÿ èãðû äîñòàòî÷íî
ñëîæíàÿ.



Âñåðîññèéñêàÿ îëèìïèàäà øêîëüíèêîâ ïî

ìàòåìàòèêå

II (ìóíèöèïàëüíûé) ýòàï

2021 � 2022 ó÷åáíûé ãîä

11 êëàññ (ðåøåíèÿ)

1. Îòâåò: 6
√
18.

Âîçâåä¼ì îáà ÷èñëà â øåñòóþ ñòåïåíü. Íàéòè (1+
√
5

2
)6 ìîæíî ïðè ïîìîùè ôîð-

ìóë ñîêðàù¼ííîãî óìíîæåíèÿ, ïîñëåäîâàòåëüíî âîçâîäÿ â êóá è â êâàäðàò.
Îäíàêî ðàññìîòðèì áîëåå ïðîñòîé ñ âû÷èñëèòåëüíîé òî÷êè çðåíèÿ ñïîñîá.

Äëÿ íà÷àëà çàìåòèì, ÷òî ÷èñëî x = 1+
√
5

2
ÿâëÿåòñÿ êîðíåì êâàäðàòíîãî óðàâíå-

íèÿ, èç êîòîðîãî x2 = x+1. Òîãäà x3 = x2+x = 2x+1, è äàëåå ïîñëåäîâàòåëüíî
âûðàæàåì îñòàëüíûå ñòåïåíè: x4 = 2x2 + x = 3x + 2, x5 = 3x2 + 2x = 5x + 3,
x6 = 5x2 + 3x = 8x + 5. Òåïåðü ÿñíî, ÷òî (1+

√
5

2
)6 = 4(1 +

√
5) + 5 =

√
80 + 9 <

9 + 9 = 18, òî åñòü 1+
√
5

2
< 6
√
18.

2. Ïðè ïåðâîì âçâåøèâàíèè ïîëîæèì íà îäíó ÷àøó ìîíåòû 2 è 3 (÷èñëî ãðàììîâ
áóäåì âåçäå îïóñêàòü), à íà äðóãóþ ÷àøó 5. Åñëè óñòàíîâèòñÿ ðàâíîâåñèå, òî
áðàêîâàííîé ìîíåòîé ÿâëÿåòñÿ 1. Ïðè âòîðîì âçâåøèâàíèè êëàä¼ì 1 è 2 íà
îäíó ÷àøó, è 3 íà äðóãóþ. Ïðè ðàâíîâåñèè ïîëó÷àåòñÿ, ÷òî áðàêîâàííîé áóäåò
ìîíåòà 5.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ðàâíîâåñèÿ íèãäå íå íàáëþäàëîñü. Òîãäà áðàêîâàííîé áó-
äåò ìîíåòà 2 èëè 3. Ïî ðåçóëüòàòó ïåðâîãî âçâåøèâàíèÿ ìû òîãäà óçíàåì, ëåã÷å
èëè òÿæåëåå îíà îñòàëüíûõ. Ïðè âòîðîì âçâåøèâàíèè 2 è 3 ëåæàò íà ðàçíûõ
÷àøàõ, îäíà èç íèõ ïåðåâåñèò, è ìû áóäåì çíàòü, íà êàêîé èç ýòèõ ÷àø íà-
õîäèòñÿ áðàêîâàííàÿ ìîíåòà, çíàÿ, â êàêóþ ñòîðîíó âåñ òàêîé ÷àøè äîëæåí
îòêëîíèòüñÿ.

3. Îòâåò: ïðè x ∈ {1±
√
5, 1± 10

9

√
3}.

Ïóñòü y = 3
√
1 + x, z = 3

√
3− x. Òîãäà y3+z3 = 4. Ïîëîæèì y+z = k ∈ Z. ßñíî,

÷òî k 6= 0. Òîãäà 4
k
= y3+z3

y+z
= y2 − yz + z2 = (y + z)2 − 3yz = k2 − 3yz, îòêóäà

yz = k3−4
3k

.

×èñëà y, z îêàçûâàþòñÿ êîðíÿìè êâàäðàòíîãî óðàâíåíèÿ t2 − kt + k3−4
3k

= 0.

Åãî äèñêðèìèíàíò ðàâåí D = 16−k3
3k
≥ 0. Ïîíÿòíî, ÷òî k íå ìîæåò áûòü îòðè-

öàòåëüíûì, îòêóäà 0 < k ≤ 3
√
16, òî åñòü k = 1 èëè k = 2.



Â ïåðâîì ñëó÷àå y, z � êîðíè óðàâíåíèÿ t2− t− 1 = 0, ãäå x = t3− 1. ßñíî, ÷òî
t2 = t + 1, t3 = t2 + t = 2t + 1, òî åñòü x = 2t = 1 ±

√
5. Äîñòàòî÷íî î÷åâèäíî,

÷òî ýòî äà¼ò ðåøåíèÿ èñõîäíîãî óðàâíåíèÿ.

Âî âòîðîì ñëó÷àå t2−2t+ 2
3
= 0, îòêóäà t2 = 2t− 2

3
, t3 = 2t2− 2

3
t = 10t

3
− 4

3
. Êîðíè

èìåþò âèä t = 1± 1√
3
, ÷òî äà¼ò x = t3 − 1 = 1± 10

9

√
3. Èç îáùèõ ñîîáðàæåíèé

ïîíÿòíî, ÷òî íàéäåííûå çíà÷åíèÿ ïîäõîäÿò (ïîñêîëüêó äëÿ íèõ ñèñòåìà îò y,
z äà¼ò ðåøåíèå).

Èòîãî ðåøåíèé â äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñëàõ ïîëó÷àåòñÿ ÷åòûðå.

4. Îòâåò: íåò, íåëüçÿ.

Ïîêàæåì, ÷òî õîòÿ áû îäèí èç îñòàòêîâ òàêèì îáðàçîì íå ïîëó÷àåòñÿ.

Ïðåæäå âñåãî, åñëè âñå òðè öèôðû èìåþò îäíó è òó æå ÷¼òíîñòü, òî è îñòàòêè,
ïîëó÷àåìûå èç ÷èñåë, èìåþò òó æå ñàìóþ ÷¼òíîñòü. Ïîýòîìó äëÿ òð¼õ öèôð
áóäåì ðàññìàòðèâàòü äâà ñëó÷àÿ: ××Í è ÍÍ× (äâå öèôðû ÷¼òíû, îäíà íå÷¼òíà,
ëèáî íàîáîðîò).

Ïóñòü ñîñòàâ öèôð èìååò âèä ××Í. ×òîáû ïîëó÷èòü íå÷¼òíûé îñòàòîê, íóæíî
ïîñëåäíåé öèôðîé âçÿòü íå÷¼òíóþ. Äàëåå ðàññìîòðèì îñòàòêè îò äåëåíèÿ íà
4 äâóçíà÷íîãî ÷èñëà, îáðàçîâàííîãî äâóìÿ ïîñëåäíèìè öèôðàìè. Ïîñëåäíþþ
öèôðó ôèêñèðóåì, à ïðåäïîñëåäíþþ ìåíÿåì, ïîëó÷àÿ òðè çíà÷åíèÿ. Îñòàòîê
æå ïðèíèìàåò âñåãî äâà çíà÷åíèÿ: 1 èëè 3. Çíà÷èò, êàêîå-òî èç ýòèõ äâóõ çíà-
÷åíèé âñòðåòèòñÿ òîëüêî îäèí ðàç. Â ïðèíöèïå, ìîæíî ñðàçó îòìåòèòü, ÷òî â
ýòîì ñëó÷àå ïðåäïîñëåäíÿÿ öèôðà ñîâïàäàåò ñ ïîñëåäíåé, òî åñòü îíà íå÷¼òíà
(íàïîìíèì, ÷òî ïîâòîðÿòü öèôðû ðàçðåøåíî).

Èòàê, ìû âûÿñíèëè, ÷òî èìååòñÿ îñòàòîê r îò äåëåíèÿ íà 4, êîòîðûé ïîëó-
÷àåòñÿ òîëüêî îäíèì ñïîñîáîì çà ñ÷¼ò äâóçíà÷íîãî ÷èñëà íà êîíöå. Èç íåãî
íàäî ïîëó÷èòü ÷åòûðå îñòàòêà îò äåëåíèÿ íà 16, à èìåííî, çíà÷åíèÿ r, r + 4,
r+ 8, r+ 12. Îäíàêî ïåðâàÿ öèôðà ïðèíèìàåò òîëüêî òðè çíà÷åíèÿ, è îäèí èç
îñòàòêîâ òî÷íî íå ðåàëèçóåòñÿ.

Ïðèìåð: öèôðû 2, 3, 4. (Áóäåì ñòàíäàðòíî ãîâîðèòü �ïî ìîäóëþ m�, åñëè ðå÷ü
îá îñòàòêàõ îò äåëåíèÿ íà m.) ×òîáû ïî ìîäóëþ 4 ïîëó÷èëîñü 1, íà êîíöå
äîëæíî ñòîÿòü 33. Ïî ìîäóëþ 16, ýòî 1. Ïåðâóþ öèôðó ìû óìíîæàåì íà 100,
÷òî çàìåíÿåòñÿ íà 4, è äàëåå áåð¼òñÿ îñòàòîê îò äåëåíèÿ íà 16. Â íàøåì ïðèìåðå
ýòî 8, 12, 0. Çíà÷åíèå 4 íå âîçíèêàåò. Çíà÷èò, 4+33 = 5 ïî ìîäóëþ 16 ïîëó÷èòüñÿ
íå ìîæåò.

Ñëó÷àé ÍÍ× ïîëíîñòüþ àíàëîãè÷åí. Åñëè äâå ïîñëåäíèå öèôðû âçÿòü îäèíà-
êîâûìè, òî ñîîòâåòñòâóþùåå çíà÷åíèå r ïî ìîäóëþ 4 âîçíèêàåò òîëüêî ýòèì
ñïîñîáîì. Âàðüèðóÿ ïåðâóþ öèôðó, ïîëó÷àåì òîëüêî òðè âîçìîæíîñòè, à íå
÷åòûðå � äëÿ îñòàòêîâ r, r + 4, r + 8, r + 12.

Ïðèìåð: öèôðû 1, 2, 3 (òî, ÷òî îíè âçÿòû ïîäðÿä, ñèòóàöèþ íèêàê íå óïðî-
ùàåò). Íà êîíöå ñòàâèì 22, çà ñ÷¼ò ïåðâîé öèôðû ïðèáàâëÿåòñÿ 4, 8 èëè 12,



íî íå ïðèáàâëÿåòñÿ 0. Ïîýòîìó çíà÷åíèå 22 = 6 ïî ìîäóëþ 16 íå âîçíèêàåò â
êà÷åñòâå îñòàòêà.

5. Îòâåò: 8
3
.

Ïîëîæèì a = AB = BC, AC = 2b. Òîãäà âûñîòà, îïóùåííàÿ íà îñíîâàíèå,
ðàâíà h =

√
a2 − b2. Ïëîùàäü ðàâíà S = bh, à ïîëóïåðèìåòð ðàâåí p = a + b.

Îòñþäà r = S
p
= b

√
a2−b2
a+b

.

Ïî òåîðåìå ñèíóñîâ, a = 2R sin Â = 2Rh
a
, îòêóäà R = a2

2
√
a2−b2 . Íàêîíåö, îêðóæ-

íîñòü, âïèñàííàÿ â ñåãìåíò, êàñàåòñÿ îòðåçêà AB â åãî ñåðåäèíå. Âûñîòà ñåã-
ìåíòà ðàâíà 2r, ïîýòîìó ðàññòîÿíèå îò öåíòðà O îïèñàííîé îêðóæíîñòè äî
ñåðåäèíû D îòðåçêà AB ðàâíî R−2r. Èç ïîäîáèÿ ïðÿìîóãîëüíûõ òðåóãîëüíè-
êîâ OBD è CBK, ãäå K � ñåðåäèíà AC, èìååì R−2r

R
= b

a
. Òåì ñàìûì, 2r

R
= a−b

a
.

Èñïîëüçóÿ âûðàæåíèÿ äëÿ r è R ÷åðåç âåëè÷èíû a, b, èìååì óðàâíåíèå

2r

R
=

4b(a2 − b2)

a2(a+ b)
=

4b(a− b)

a2
=

a− b

a
.

Óïðîùàÿ, ïîëó÷àåì a = 4b. Îòñþäà r = b
√
15
5

è R = 8b√
15
, òî åñòü R : r = 8

3
.


